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软土一维非线性固结近似解析解 

李传勋，王  素 

（江苏大学 土木工程与力学学院，江苏 镇江 212013） 

 

摘  要：软土非线性固结变形计算目前还主要依赖于数值方法，致使非线性固结理论的工程应用受到极大限制。引入经典的

e-lg' 和 e-lgkv 非线性关系，在自重应力均匀分布假定下通过变量代换并利用迭代法给出压缩指数 Cc 与渗透指数 Ck 比值不

等于 1 时的非线性固结近似解析解。在 Cc /Ck趋近 1 时本文解与其等于 1 时的差分解及精确解相差无几。但如果 Cc /Ck值偏

离 1，该近似解会存在一定偏差，且偏差值会随 Cc /Ck值偏离 1 的程度和外荷载增加而逐渐增大。在一般工程荷载作用下，

如果 Cc /Ck值介于 0.9～1.1 之间，本文解的平均固结度与差分解间最大偏差在 2%左右。当 Cc /Ck值在 0.75～1.25 之间时，

本文解的平均固结度与差分解最大偏差在 5%左右。如果 Cc /Ck值在 0.5～1.5 之间，本文解的平均固结度与差分解间最大偏

差在 10%左右。当外荷载一定时，土层的非线性固结速率会随着 Cc /Ck值的增大而减慢。如果 Cc /Ck<1，土层的非线性固结

速率会随外荷载的增大而加快；相反，如果 Cc/Ck>1，土层的非线性固结速率会随外荷载增大而减慢。 
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An analytical solution for one-dimensional nonlinear consolidation of soft soil 
 

LI Chuan-xun,  WANG Su 

（Faculty of Civil Engineering and Mechanics, Jiangsu University, Zhenjiang, Jiangsu 212013, China） 

 

Abstract: The nonlinear consolidation settlement of soft clay was mainly estimated by numerical method till now, by which the 

engineering application of nonlinear consolidation theory was greatly constrained. The classical nonlinear relationships, both e-lg' 

and e-lgkv, were adopted in this paper, and the approximate analytical solutions with consideration of constant self-weight stress were 

obtained by the transformation of variables and iteration methods under case that the ratio of compressibility index Cc to permeability 

index Ck was not equal to 1. When the ratio of Cc to Ck approaches 1, there is little difference between the results by this solutions and 

that by analytical solutions with case of Cc /Ck=1. The deviation of approximate solutions from numerical solutions slightly increases 

with the deviation of Cc/Ck from 1 and increase in external load. When an usual external load in an actual project is considered, if the 

value of Cc /Ck varies from 0.9 to 1.1, the maximum deviation of this solution from the finite differential solutions varies within 2%. 

If the value of Cc /Ck varies from 0.75 to 1.25, the maximum deviation varies within 5%. If the value of Cc /Ck varies from 0.5 to 1.5, 

the maximum deviation varies within 10%. The consolidation rate decreases with an increase in the ratio of Cc /Ck in case of constant 

load. When Cc /Ck<1, the consolidation rate increases with an increase in external load. When Cc /Ck >1, however, the consolidation 

rate decreases with increasing the external load. 

Keywords: soft soil; nonlinear consolidation; analytical solution; approximate solution; uniform distribution of self-weight 

 

1  引  言 

固结理论在土力学中历来占重要地位，原因在

于土的强度和变形均与其密切相关。土的非线性压

缩和渗透特性是复杂固结特性之一，故研究土的非

线性固结理论具有特别重要的理论和实际意义。 

几十年来，国内外学者一直致力于土体非线性

固结理论的研究。Davis 等[1]在土体初始有效应力沿

深度保持不变及固结系数保持不变的假定下，得到

瞬时加荷的一维非线性固结解析解。Barden 等[2]给

出了一维非线性固结有限差分解。Poskitt[3]采用摄

动法对一维非线性固结问题开展研究。Mesri 等[4]
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将 e-lg 和 e-lgkv 关系引入非线性固结中，并给出

其有限差分解。Duncan[5]采用有限单元法研究了土

体的非线性固结问题。Xie 等[67]在 Davis 等[1]假定

的基础上先后给出变荷载下单层和双层地基非线性

固结解析解。李冰河[89]、谢康和[10]等先后考虑土

体自重应力真实分布及成层分布特性，给出土体一

维非线性固结半解析解，并详细地分析了非线性固

结性状。 

尽管土体一维非线性固结理论已取得诸多进

展，但仍需认识到目前对其的研究大多依靠数值方

法。仅存的非线性固结解析解均假定土体固结系数

在固结过程中保持不变，其作用更多地体现在对非

线性固结数值解的验证作用。事实上，技术人员相

对薄弱的数值计算能力致使数值解的工程应用受到

极大限制。故发展更广泛的、且形式相对简单的非

线性固结解析解，对推广非线性固结理论的工程应

用至关重要。 

本文假定土中自重应力沿深度均匀分布，引入

经典的 e-lg 和 e-lgkv 非线性关系，利用迭代法获

得更一般条件下一维非线性固结的近似解析解。本

文近似解形式简单，计算方便，耗时时间短且容易

被工程师掌握，从而为扩大非线性固结理论的工程

应用提供了理论支撑。 

2  问题的描述及其控制方程的建立 

厚度为H的土层表面作用有无限均匀分布的瞬

时荷载 qu，其顶面透水，底面透水或不透水。为获

取非线性固结近似解，假定土层的自重应力沿深度

保持不变，其值从表面到底面均为 0 。如果初始自

重应力沿深度保持不变，则土的初始孔隙比 e0沿深

度保持不变。引入经典的 e-lg 和 e-lgkv 非线性关

系，即土的孔隙比 e、有效应力 及渗透系数 kv间

满足： 

0 c 0lg( / )e e C                 （1） 

 0 k v v0lge e C k k              （2） 

式中：e0 为与初始有效应力 0 相对应的初始孔隙

比；Cc 为压缩指数；Ck 为渗透指数；kv0 为 e-lgkv

曲线与初始孔隙比 e0相对应的渗透系数。 

认为达西定律能有效地描述土中渗流，且忽略

土体的流变特性。此时根据小应变几何假定下流入

与流出单元体的流量差等于单元体体积改变量的连

续条件，引入方程式（1）、（2）及有效应力原理，

建立土的非线性固结控制方程为 

c k

0
v0

0

C C
u u

c
z z t



 

     
        

       （3） 

式中：    v0 0 v0 0 c w1 ln10c e k C   ， w 为水的重

度；z 为竖向坐标，以向下为正，顶面处坐标 z =0，

底面处坐标 z=H；t 为时间；u 为超静孔隙水压力。 

控制方程式（3）的求解条件为 

 0, 0,  0u t t  （顶面透水）       （4） 

0
z H

u

z 





（底面不透水）        （5） 

 , 0u H t  （底面透水）        （6） 

  u,0u z q （初始条件）        （7） 

式中：qu为作用在土层表面的无限均匀分布荷载。 

在 Cc /Ck=1 的情况下，Davis 等[1]已获得控制方

程式（3）满足求解条件式（4）～（7）的解析解。

在此基础上，谢康和等[67]进一步发展了变荷载下单

层和及双层非线性固结解析解。由于数学上的求解

困难，目前 Cc /Ck≠1 时的非线性固结解析解研究甚

少，本文将对此展开更深入地探讨。 

3  模型的近似解答 

3.1  超静孔隙水压力 u 的迭代解 

式（3）可进一步展开为 

c c

k k

1 12 2

c
v0 2

k 0 0

1

C C

C CC u u u
c

C z tz

 

  

  
                       

 

                                       （8） 

如果令 c k1

0( / )
C C

w     ，  q 0 u 0N q    ，
c k1

q( )
C C

v N w


  ，则式（8）转化为 

2

v0 2

v v
c w

tz

 



              （9） 

定解条件式（4）～（7）应用以上无量纲转为 

 0,  0v t                （10） 

0
z H

v

z 





              （11） 

 , 0v H t                （12） 

    c k1

q,0 1
C C

v z N


           （13） 

式（9）仍属非线性偏微分方程，直接求其解析
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解仍存在数学困难。Lekha 等[11]也曾得到与式（9）

相类似的无量纲控制方程，其解法是直接令 w 等于

其取值范围内的平均值，将非线性偏微分方程转化

为线性偏微分方程并得到解析解答。但需注意的是，

w 是 z、t 的函数，如果将其视做对固结系数的不断

修正，那么修正系数也会随空间坐标 z 和时间 t 而

变化。如果简单地将其看作常数来修正固结系数，

势必引起较大的计算误差。基于此，笔者设想利用

迭代思想，通过迭代计算使线性方程的解逐渐逼近

真实值。故求解思路如下：将求解超静孔隙水压力

u(z, t)转化为求解 v(z, t)，根据 w 的取值范围令式（9） 

中   c k1

0 q1 2
C C

w w N
   

  
，此时式（9）转化为 

线性偏微分方程，可得其解析解答 w1(z, t)。在此基

础上，将 w1(z, t) 代替 w0并代入至线性偏微分方程

的解析表达中，再次获得解析解答 w2(z, t)，按此迭

代思路，直至相邻两次解答误差在允许范围内可结

束迭代。为获取坐标 z 处 t 时刻的超静孔隙水压力

值，具体求解步骤如下： 

（1）取 w 的平均值作为初始迭代值。 

令w    c k1

0 q1
C C

w N
  

  
，式（9）转化为 

2

v0 0 2

v v
c w

tz

 



             （14） 

易得方程式（14）在单面排水下解答 w1为 

   c k c k1 1

1 q q, 1
C C C C

w z t N N
 

     

2

v0 0

2
1

2
sin exp

m

c w M tMz

M H H





  
  

   
     （15） 

式中：  2 1 π 2M m  ；m =1, 2, 3, …。 

同理，双面排水条件下的解答 w1 为 

   c k c k1 1

1 q q, 1
C C C C

w z t N N
 

     

2 2

v0 0

2
1,3,5,...

π4 π
sin exp

πn

n c w tn z

n H H





  
  

   
     （16） 

（2）用解 w1(z, t)代替式（15）、（16）中的 w0，

可得单、双面排水条件下坐标 z 处 t 时刻变量 w 的

解答 w2(z, t)分别为 

   c k c k1 1

2 q q, 1
C C C C

w z t N N
 

     

 2

v0 1

2
1

,2
sin exp

m

M c w z t tMz

M H H





  
       

    （17） 

   c k c k1 1

2 q q, 1
C C C C

w z t N N
 

     

 2 2

v0 1

2
1,3,5,...

π ,4 π
sin exp

πn

n c w z t tn z

n H H





  
       

   （18） 

按以上方法逐次开展迭代，直至相邻两次结果

满足迭代条件为止。如果第 i 次迭代结果为 wi(z, t)

且其能满足下式，则认为 wi(z, t)就是所求的近似解。 

   

 
1, ,

max
,

i i

i

w z t w z t

w z t



 
 
  

≤      （19） 

式中： 为误差允许值，本文取 =1%； 1( ,  )iw z t 为

第 i-1 次迭代解。 

此时可得坐标 z 处 t 时刻变量 w(z, t)的解答，即

( ,  ) ( ,  )iw z t w z t 。 

至此，单、双面排水条件下土的非线性固结解

答分别为 

   c k c k1 1

q q,  1
C C C C

w z t N N
 

     

 2

v0 1

2
1

,2
sin exp

i

m

M c w z t tMz

M H H






  
       

   （20） 

 c k c k1 1

q q( ,  ) 1
C C C C

iw z t N N
 

     

 2 2

v0 1

2
1,3,5,..

π ,4 π
sin exp

π

i

n

n c w z t tn z

n H H






  
       

   （21） 

（3）最后，利用 w(z, t)的解答可进一步获得坐

标 z 处 t 时刻超静孔隙水压力的解答为 

   
 k k c

0 u 0, ,
C C C

u z t q w z t 


       （22） 

3.2  迭代解的收敛性分析 

从前面求解过程可发现，单面排水条件下的迭

代函数 ( )w 为 

   c k c k1 1

q q( ) 1
C C C C

w N N
     

  
 

2

v0

2
1

2
sin exp

m

c wM tMz

M H H





  
  

   
      （23） 

可求得变量 w 在 1 与 c k1

q

C C
N

 间变化，此时迭

代函数值 ( )w 也在 1 与 c k1

q

C C
N

 间变化。根据迭代

收敛的条件判别方法，此时迭代收敛的条件应该为

( ) 1w  。单面排水下 ( )w 为 

  c k

2
1

v0
q 2

2

v0

2
1

( ) 1

2
            sin exp

C C

m

c M t
w N

H

c wM tMz

M H H








    
  

  
  

   


   （24） 
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式中： ( )w 为 ( )w 的导数。 

如果取级数第 1 项近似计算，单面排水条件下

满足迭代收敛的参数条件可简化为 

  c k

2
1

v0 v0
q 2 2

π π
1 exp

4

C C c t c w t
N

H H

          
   （25） 

同样，双面排水条件下 ( )w 为 

  c k

2 2
1

v0 0
q 2

2 2

v0 0

2
1,3,5,...

π
( ) 1

π4 π
            sin exp

π

C C

n

n c w t
w N

H

n c w tn z

n H H








    
  

  
  

   


 （26） 

仍取第 1 项近似计算，双面排水下满足迭代收

敛条件的参数条件为 

  c k

2
1

v0 v0
q 2 2

4π π
1 exp

C C c t c w t
N

H H

          
  （27） 

如果土层和荷载参数能够满足前述的收敛条

件，则迭代就是收敛的。可以看出，对一般土层参

数而言收敛条件一般是可满足的。 

3.3  土层平均固结度的解答 

获得超静孔隙水压力解答后可通过数值积分得

t 时刻土层的平均固结度。按应力定义的土层平均

固结度 Up 表达为 

   1u
p 0

1u u

, ,1
d 1

2

N
H j j

j

u z t u z tq u
U z

q Nq






     

                                       （28） 

式中：N 为所取的等间距数值积分的间距数；zj1、

zj 分别为第 j 个积分间隔的起点和终点坐标；

( ,  )ju z t 为坐标为 zj处 t 时刻的超静孔隙水压力值。 

t 时刻土层发生的沉降变形值 St为 

c 0 u
t 0

0 0

lg d
1

HC q u
S z

e





  
 


  

   0 u 1
c

10 0

, , 2
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q u z t u z tC H

e N









    
 


  （29） 

土层的最终沉降变形值 S为 

qc 0 u

0
0 0 0

lg
lg d

1 1

H NC q
S z H

e e






 
 

 
    （30） 

土层按变形定义的平均固结度 Us 为 

s tU S S              （31） 

在 Cc /Ck≠1 时，本文近似解虽在数学上存在不

严谨之处，但通过多次迭代后近似解的偏差会逐渐

减小。与经典数值解相比，本文解最大优势就是其

形式简单、解答直观、避免时空离散、便于被工程

人员掌握并应用于工程实际。如果预求取某时刻的

超静孔压，应用数值方法求解往往需要从初始时刻

开始计算，通过时空离散并得到解答。但采用本文

近似解，可直接获得坐标 z 处 t 时刻超静孔压解答

及平均固结度解答，有效地避免了数值解对大量时

间节点开展计算的繁杂过程。 

4  近似解的对比分析 

以下对比分析中，土性参数如下：e0 =1.571，

0 50 kPa  ， 3

w 10 kN/m  ，H=10 m，Cc =0.6，
9

v0 8 10  m / sk   。可得到初始状态下土的固结系

数 7 2

v0 3.95 10  m / sc   ，无量纲时间因子的表达式

Tv =cv0t/H2。 

4.1  Cc /Ck=1 精确解与趋近 1 近似解的对比分析 

将不同边界条件下本文近似解析解（Cc =0.6，

Cc /Ck =0.999 9，qu =100 kPa）与 Davis 等[1]精确解

（Cc =0.6，Cc /Ck=1，qu =100 kPa）及有限差分解（Cc= 

0.6，Cc /Ck=1，qu =100 kPa）计算的平均固结度和

超静孔隙水压力对比分析，如图 1、2 所示。 

从图中可发现，Cc /Ck=0.999 9 时，本文近似解

与 Cc /Ck=1 时有限差分解和 Davis 等[1]解析解相比，

平均固结度及超静孔压曲线基本是相互重合的，曲

线间的偏差基本可忽略。这证实本文近似解在 Cc 

/Ck 接近 1 时的解答是十分接近于精确解的。 

4.2  Cc /Ck≠1 时近似解与差分解的对比分析 

在不同 Cc /Ck 值及不同外荷载 qu下分别应用本

文解及有限差分解对土层开展非线性固结计算，两

者在不同参数下的对比曲线见图 3、4。 

 

 

图 1  单面排水下平均固结度的对比 

Fig.1  Comparisons of average degree of consolidation 

under case of single drainage  
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图 2  双面排水下超静孔隙水压力的对比 

Fig.2  Comparisons of excess pore water pressure under 

case of double drainage 

 

 

图 3  单面排水不同 Cc /Ck值下本文解与差分解对比 

Fig.3  Comparisons between the approximate analytical 

solutions and differential solutions with different Cc /Ck 

under case of single drainage 

 

 
图 4  双面排水不同 Cc /Ck值下本文解与差分解对比 

Fig.4  Comparisons between the approximate analytical 

solutions and differential solutions with different values of 

Cc /Ck under case of double drainage 

 

由对比曲线发现，本文近似解所引起的偏差主

要取决于两方面因素，即土体参数 Cc /Ck偏离 1 的

程度及作用于土层的外荷载。原因是这两者的增加

均会导致式（9）非线性增强，进而致近似解的偏差

增大。 

当外荷载较小时，如果 Cc /Ck 在 0.5～1.5 间变

化，本文近似解与差分解计算平均固结度的最大偏

差均没有超过 5%。如果Cc /Ck在 0.75～1.25间变化，

近似解与差分解间的最大偏差在 2%左右。如果 Cc / 

Ck 在 0.9～1.1 间变化，近似解与差分解间的偏差则

不到 1%。因此，当外荷载较小（如外荷载刚好等

于土中初始有效应力）时，本文近似解在 Cc /Ck取

值范围内的计算偏差均是在可接受的 5%之内，应

能满足实际工程的精度要求。 

图 4 表明本文解的计算偏差会随着外荷载的增

大而略有增加的趋势。从图中可发现，当 qu =150 kPa

时近似解与差分解的计算偏差要比 qu =50 kPa 时

大，即相同 Cc /Ck值的计算偏差会随 qu值增大而逐

渐增大。但此时的计算偏差尚可接受，当 Cc /Ck在

0.9～1.1 间变化时，计算偏差在 2%左右。如果 Cc /Ck

在 0.75～1.25 间变化时，计算偏差仍在 5%之内。

当 Cc /Ck 在 0.5～1.5 间变化时，两者间的最大偏差

会接近 10%左右。需进一步说明的是，软土地基上

作用的荷载一般在 100～200 kPa 间变化，当 qu=   

150 kPa 时也基本满足一般工程荷载的要求。 

5  算例及固结性状分析 

某土层厚度 H=10 m，顶面透水，底面不透水。

土层初始自重应力的平均值 0 50 kPa  ，与 0  相

对应的土初始孔隙比 e0 =1.571，水的重度按
3

w 10 kN / m  计算，外荷载 qu瞬时施加。土的压

缩指数 Cc =0.6，与初始孔隙比 e0 对应的渗透系数
9

v0 8 10  m / sk   。对以上算例，利用本文解计算

在不同 Cc /Ck值和外荷载作用下土层的固结曲线，

并进一步分析土层的非线性固结性状。 

5.1  qu=100 kPa 时不同 Cc /Ck值的固结性状 

图 5 为 qu=100 kPa 时不同 Cc /Ck 下土层的平均

固结度与时间因子关系曲线。从图中可发现，Cc /Ck

越大，相同时间因子下土层的平均固结度越小，即

土层的固结速率会随着 Cc /Ck 的增大而减慢。该性

状可直接从式（3）得到解释，Cc /Ck越大，土的渗

透系数越小，则土层的固结速率理应减慢。 

5.2  外荷载 qu对固结性状的影响 

图 6 为 Cc /Ck<1 时不同荷载下的固结曲线。可

发现作用于土层的外荷载越大，则其固结速率越快。

相反，如果 Cc /Ck>1，土层的固结速率会随着外荷

载的增加而减慢。这样的固结性状可通过非线性固
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结系数的计算得到解释。当 Cc /Ck<1 时，固结系数

会随着外荷载增大而增大；相反，则固结系数会随

着外荷载增大而减小，故此出现上述的固结性状。 

 

 
图 5  Cc /Ck对固结速率的影响 

Fig.5  Influence of Cc /Ck on consolidation rate 

 

 
图 6  Cc /Ck<1 时外荷载对固结速率的影响 

Fig.6  Influence of external load qu on consolidation rate 

under case of Cc /Ck <1 

 

 

图 7  Cc /Ck >1 时外荷载对固结速率的影响 

Fig.7  Influence of external load qu on consolidation rate 

under case of Cc /Ck >1 

 

6  结  论 

（1）本文通过迭代法给出自重应力均匀分布下

的非线性固结近似解析解。该近似解形式简单，相

对于数值方法其更易为工程技术人员掌握，为推广

非线性固结理论的工程应用提供了理论基石。 

（2）本文近似解的计算偏差会随外载及 Cc /Ck

偏离 1 程度的增大而增大。当外荷载较小（如 Nq=2）

时，近似解在 Cc /Ck 取值范围内所引起的偏差均在

5%左右。一般工程荷载下，Cc /Ck 介于 0.9～1.1 之

间，本文解计算的平均固结度最大偏差在 2%左右；

当 Cc /Ck 在 0.75～1.25 之间时，本文解计算的平均

固结度最大偏差在 5%左右。Cc /Ck 在 0.5～1.5 间变

化时，本文解计算的平均固结度最大偏差达 10%左

右。 

（3）外荷载不变时，固结速率随着 Cc /Ck的增

大而减慢。当 Cc /Ck<1 时，固结速率随着外荷载的

增大而加快；相反，当 Cc /Ck>1 时，固结速率随着

外荷载增大而减慢。 
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